Δημήτρης Τσαούσης, Σχολικός Σύμβουλος ΠΕ04


Αυτόνομο και Συνεργατικό Έργο

Δημήτρης Τσαούσης

Περίληψη

Σε προηγούμενη εργασία μας προσεγγίσαμε την προσθετική ιδιότητα της ενέργειας από την οπτική γωνία των μαθηματικών. Στην παρούσα εργασία μελετούμε την προσθετική ιδιότητα της ενέργειας από την φυσική της σκοπιά. Το άθροισμα των έργων δυο δυνάμεων ταυτίζεται με το έργο της συνισταμένης δύναμης; Εξαρτάται το έργο μιας δύναμης που εξασκείται σε ένα σώμα για ορισμένο χρονικό διάστημα από την παρουσία και άλλης δύναμης; Πόσο έργο παράγει μια δύναμη όταν εξασκείται σε ένα σώμα για ορισμένο χρονικό διάστημα παρουσία και άλλης δύναμης (συνεργατικό) και πόσο είναι το έργο που παράγει στον ίδιο χρόνο μόνη της (αυτόνομο); Ταυτίζονται τα δυο αυτά έργα ή είναι διαφορετικά και γιατί; Αυτά είναι τα ερωτήματα που διαπραγματευόμαστε. Το αποτέλεσμα αυτής της ανάλυσης το χρησιμοποιούμε σε μια ενεργειακή προσέγγιση της σύνθεσης ταλαντώσεων της ίδιας διεύθυνσης και διερευνούμε τη σχέση της ενέργειας της συνισταμένης ταλάντωσης με τις ενέργειες των συνιστωσών ταλαντώσεων.

Εισαγωγή

Έργο – Ενέργεια

Όταν μια δύναμη F εξασκείται σε ένα σώμα και το μετατοπίζει κατά την διεύθυνση της δύναμης, λέμε ότι η δύναμη αυτή παράγει έργο. Αν το σώμα βρίσκεται σε κάποιο πεδίο δυνάμεων το έργο της δύναμης αυξάνει την δυναμική ενέργεια του σώματος. Αν το σώμα αυτό δεν βρίσκεται σε πεδίο δυνάμεων, το έργο της δύναμης αυξάνει την κινητική ενέργεια του σώματος.  Γενικά το έργο της δύναμης δίδεται από τη σχέση: 
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Όπου Δx η μετατόπιση του σώματος

1. Έργο της συνισταμένης σταθερών δυνάμεων για ορισμένη μετατόπιση. 

Όταν δυο δυνάμεις εξασκούνται σε ένα σώμα και μετατοπίζουν το σημείο εφαρμογής τους κατά Δx, είτε διαδοχικά είτε συγχρόνως, το συνολικό έργο που παράγουν είναι 
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Δηλαδή το έργο σταθερών δυνάμεων για κάποια μετατόπιση του σημείου εφαρμογής τους ισούται με το έργο της συνισταμένης δύναμης για την ίδια μετατόπιση. Αποδεικνύεται ότι το ίδιο ισχύει και για μεταβλητές δυνάμεις.

2. Έργο σταθερής δύναμης για ορισμένη χρονική διάρκεια. Αυτόνομο έργο 

Το έργο μιας δύναμης F που δρα μόνη της σε ένα σώμα μάζας m για χρονικό διάστημα t ονομάζουμε αυτόνομο έργο.  Έστω σταθερή δύναμη F που μετατοπίζει το σώμα μάζας m κατά Δx. Τότε το έργο που παράγει η δύναμη αυτή δίδεται από τη σχέση:
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Αλλά  
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Όπου α η επιτάχυνση του σώματος, οπότε
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Όμως 
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Άρα 
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Αν θέσουμε  
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Τελικά έχουμε
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Παρατηρούμε ότι το  αυτόνομο έργο, δηλ. το έργο σταθερής δύναμης για ορισμένο χρονικό διάστημα, είναι ανάλογο του τετραγώνου της δύναμης και άρα όταν διπλασιαστεί η δύναμη το έργο που παράγεται στον ίδιο χρόνο είναι τετραπλάσιο. Αυτό συμβαίνει διότι στην εξίσωση (1) που ορίζεται το έργο, όταν διπλασιάζεται η F διπλασιάζεται και το Δx αφού διπλασιάζεται η επιτάχυνση του σώματος στο οποίο επενεργεί η δύναμη.

2.1 Έργο σταθερής δύναμης για ορισμένη χρονική διάρκεια όταν επενεργεί στο σώμα και άλλη μια ίδια δύναμη. Συνεργατικό έργο. 

Όταν σε ένα σώμα επενεργούν δυο ίδιες δυνάμεις  προσδίδουν στο σώμα διπλάσια επιτάχυνση α' από την επιτάχυνση α που δίνει στο σώμα η μια δύναμη και άρα στον ίδιο χρόνο το σώμα διανύει διπλάσια μετατόπιση Δx(. Τότε το έργο που παράγει κάθε δύναμη το ονομάζουμε συνεργατικό έργο και είναι ίσο με:
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λόγω της (4) αντικαθιστώντας το Δx( έχουμε:
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Όμως 
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Οπότε 
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και με αντικατάσταση του σταθερού όρου από την (9) έχουμε:
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Από την σύγκριση των σχέσεων (10) και (16) βλέπουμε ότι όταν δυο ίδιες δυνάμεις δρουν σε κάποιο σώμα για ορισμένο χρονικό διάστημα, η κάθε δύναμη παράγει διπλάσιο έργο εκείνου που θα παρήγαγε αν η δύναμη δρούσε στο ίδιο χρονικό διάστημα μόνη της. Σε αυτή την περίπτωση το συνεργατικό έργο είναι διπλάσιο από το αυτόνομο. Αφού στον ίδιο χρόνο έχουμε αύξηση του παραγόμενου έργου, συνεπάγεται ότι αυτός που ασκεί τη δύναμη αυξάνει την ισχύ του. Η άποψη αυτή περιγράφεται στη φυσική και από τον τύπο 
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σύμφωνα με τον οποίο για σταθερή δύναμη, η ισχύς αυτού που εξασκεί τη δύναμη αυξάνεται όταν αυξάνεται η μέση ταχύτητα με την οποία μετατοπίζεται το σημείο εφαρμογής της δύναμης. Στο συνεργατικό έργο η δύναμη μετατοπίζεται με μεγαλύτερη μέση ταχύτητα απ’ ότι στο αυτόνομο έργο. Για τον εργαζόμενο αυτό σημαίνει εντατικοποίηση της εργασίας του.

Συνοψίζοντας συμπεραίνουμε:

1. Μια δύναμη σε ορισμένο χρόνο παράγει διπλάσιο έργο παρουσία και άλλης ίδιας δύναμης απ’ ότι παράγει στον ίδιο χρόνο μόνη της.

2. Μια μηχανή που παρέχει σταθερή δύναμη αναγκάζεται να αυξήσει την ισχύ της όταν συνεργάζεται με άλλη μηχανή.

3. Η ατομική προσπάθεια εντατικοποιείται περισσότερο σε ομάδα απ’ ότι μόνη της και τα αποτελέσματα είναι πολλαπλάσια.

4. Η αύξηση του εργατικού δυναμικού αυξάνει την παραγωγή, διότι δίνει τη δυνατότητα της εντατικοποίησης της εργασίας, η οποία όμως με τη σειρά της συμβάλλει στην αύξηση του στρες του εργαζόμενου.

2.2 Το συνεργατικό έργο μιας δύναμης F ως συνάρτηση μιας άλλης δύναμης.

Θα εκφράσουμε το συνεργατικό έργο της σταθερής δύναμης F παρουσία και άλλης σταθερής δύναμης f όταν εξασκούνται και οι δυο δυνάμεις στο ίδιο σώμα για ορισμένη χρονική διάρκεια. Η εξίσωση που δίνει το συνεργατικό έργο 
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 της δύναμης F σε συνάρτηση με τη δύναμη f, δίδεται από τη σχέση:
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Αντικαθιστώντας από την (4) το Δx( με το ίσο του έχουμε:
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Αντικαθιστώντας από την (6) το α' με το ίσο του έχουμε:
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Αν   
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τότε
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και τελικά
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Η εξίσωση (23) είναι πρώτου βαθμού ως προς f και η γραφική της παράσταση θα είναι ευθεία.


Σχήμα 1. Γραφική παράσταση της εξίσωσης (23). Το συνεργατικό έργο 
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 της δύναμης F σε συνάρτηση με τη δύναμη f όταν εξασκούνται και οι δυο δυνάμεις στο ίδιο σώμα για ορισμένη χρονική διάρκεια. 
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 εκφράζει το αυτόνομο έργο της F.

Στο σχήμα 1 έχουμε την γραφική παράσταση της εξίσωσης (23), στην οποία φαίνεται ότι το συνεργατικό έργο 
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 της δύναμης F που εξασκείται σε ένα σώμα μάζας m για ορισμένη χρονική διάρκεια εξαρτάται γραμμικά από την δύναμη f, η οποία επίσης επενεργεί στο ίδιο σώμα για την ίδια χρονική διάρκεια. Όταν η f είναι μηδέν, το 
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 παριστάνει το αυτόνομο έργο της δύναμης F. Όταν η f λαμβάνει την τιμή –F δεν παράγεται έργο, ενώ όταν f = F το συνεργατικό έργο είναι διπλάσιο από το αυτόνομο έργο.

3.1 Το αυτόνομο έργο μεταβαλλόμενης δύναμης για ορισμένη χρονική διάρκεια
Θα υπολογίσουμε το έργο της μεταβαλλόμενης δύναμης επαναφοράς σε μια απλή αρμονική ταλάντωση. Σε μια αμείωτη ταλάντωση το έργο της δύναμης επαναφοράς που εφαρμόζεται στον ταλαντωτή για μια περίοδο είναι μηδέν. Αυτό σημαίνει ότι για να διατηρηθεί μια ταλάντωση, όταν δεν υπάρχουν απώλειες, δεν απαιτείται να τροφοδοτείται το σύστημα με ενέργεια. Η ενέργεια μιας ταλάντωσης είναι η μέγιστη κινητική ή η μέγιστη δυναμική και είναι το έργο που καταναλώνει η συντηρητική δύναμη επαναφοράς κατά το χρονικό διάστημα από 0 έως το ¼ της περιόδου της.

Θα υπολογίσουμε την ενέργεια μιας απλής ταλάντωσης.
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όπου 
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Όμως στην γραμμική αρμονική ταλάντωση 

x = Aημωt 
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και  Fεπ = -F0ημωt 
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οπότε η (24) λόγω των (25) και (26) γίνεται
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οπότε
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Ολοκληρώνοντας για χρονικό διάστημα ¼ της περιόδου έχουμε
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οπότε
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ή
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Μετά τις απλοποιήσεις έχουμε
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Όμως για την γραμμική αρμονική ταλάντωση ισχύει 
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όπου D η σταθερά επαναφοράς, οπότε


[image: image39.wmf]2

2

1

DA

w

-

=


(36)

Η εξίσωση (36) μας δίνει το αυτόνομο έργο της δύναμης επαναφοράς στη χρονική διάρκεια ¼ της περιόδου που αποτελεί την ενέργεια της απλής ταλάντωσης. Είναι η γνωστή μας σχέση, σύμφωνα με την οποία η ενέργεια της ταλάντωσης είναι ανάλογη της σταθεράς επαναφοράς και του τετραγώνου του πλάτους της ταλάντωσης.

3.2 Το συνεργατικό έργο μεταβαλλόμενης δύναμης για ορισμένη χρονική διάρκεια όταν επενεργεί στο σώμα και άλλη μια ίδια δύναμη. 

Χάριν απλότητας θα θεωρήσουμε δυο ταλαντώσεις που έχουν ίδια κυκλική συχνότητα ω, ίδιο πλάτος ταλάντωσης A και δεν παρουσιάζουν διαφορά φάσης. Στην σύνθεση δυο ίδιων ταλαντώσεων, στο σώμα που κάνει την σύνθετη ταλάντωση εξασκούνται δυο ίδιες μεταβαλλόμενες δυνάμεις, οι δυνάμεις επαναφοράς. Είναι γνωστό ότι η συνισταμένη ταλάντωση είναι μια ταλάντωση ίδιας συχνότητας με τις αρχικές αλλά με διπλάσιο πλάτος 2A. Σε αυτή την περίπτωση η κάθε δύναμη επαναφοράς μετατοπίζει το σημείο εφαρμογής της κατά 2A. Θα υπολογίσουμε το συνεργατικό έργο της δύναμης επαναφοράς.

Για το στοιχειώδες έργο της δύναμης επαναφοράς ισχύει
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και μετά τις πράξεις σύμφωνα με την προηγούμενη παράγραφο
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Η εξίσωση (38) δίνει το συνεργατικό έργο της δύναμης επαναφοράς και είναι διπλάσιο από την ενέργεια της απλής ταλάντωσης [εξίσωση (36)] που αποτελεί το αυτόνομο έργο της δύναμης επαναφοράς. Αν το αυτόνομο έργο της δύναμης επαναφοράς αποτελεί την ενέργεια μιας απλής ταλάντωσης, το συνεργατικό έργο της δύναμης επαναφοράς αντίστοιχα θα αποτελεί την ενέργεια της συνεργαζόμενης ταλαντώσεως, δηλ. της ταλαντώσεως εκείνης που συνεργάζεται (συνυπάρχει) με άλλη ταλάντωση, ώστε μαζί να δώσουν τη συνισταμένη ταλάντωση στη σύνθεση ταλαντώσεων.

Προφανώς λόγω της (38) οι δυο δυνάμεις μαζί παράγουν συνολικό έργο
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που είναι τετραπλάσιο από την ενέργεια μιας απλής ταλάντωσης και αποτελεί την ενέργεια της σύνθετης ταλάντωσης.
Όταν στη σύνθετη ταλάντωση οι δυο συνιστώσες ταλαντώσεις παρουσιάζουν διαφορά φάσης 180º οι δυο δυνάμεις επαναφοράς των δυο ταλαντώσεων είναι αντίθετες. Δηλαδή ΣF = 0, οπότε δεν έχουμε ταλάντωση και προφανώς το έργο των δυνάμεων είναι μηδέν. Όταν η διαφορά φάσης των δυο ταλαντώσεων είναι τυχαία, η ενέργεια του ταλαντωμένου σώματος θα έχει τιμή: 
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4. Το πρόβλημα:
Έστω δυο ίδιες ταλαντώσεις
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Η σύνθεση των δυο ταλαντώσεων δίδει μια νέα ταλάντωση. Σύμφωνα με την αρχή της επαλληλίας των κινήσεων έχουμε:
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οπότε
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Η κάθε μια από τις αρχικές ταλαντώσεις λόγω της (36) έχει ενέργεια
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Η συνισταμένη ταλάντωση λόγω της (36) θα έχει ενέργεια
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οπότε 
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Δηλαδή αν Ε1=1 Joule,   τότε θα μπορούσαμε να πούμε ότι 1 + 1 = 4(
4.1. Ερώτηση:

Όταν προσθέτουμε δυο ίδιες ταλαντώσεις γιατί η ενέργεια της σύνθετης ταλάντωσης τετραπλασιάζεται σε σχέση με την ενέργεια μιας απλής ταλάντωσης και δεν διπλασιάζεται; Που βρέθηκε η επί πλέον ενέργεια από το άθροισμα των ενεργειών των δυο απλών ταλαντώσεων;

4.2. Απάντηση

Ένας ταλαντωτής εκτελεί σύνθετη ταλάντωση όταν μετέχει σε δυο τουλάχιστον ανεξάρτητες μεταξύ τους ταλαντώσεις. Πρέπει να σημειώσουμε ότι οι συνεζευγμένες ταλαντώσεις δεν είναι ανεξάρτητες. Αν ένα σώμα μετέχει σε δυο ίδιες ανεξάρτητες ταλαντώσεις τότε εξασκούνται επάνω του συγχρόνως δυο δυνάμεις επαναφοράς ίδιες. Άρα εξασκείται επάνω του διπλάσια δύναμη και το απομακρύνει σε διπλάσιο πλάτος. Τώρα δεν έχουμε δυο απλές ταλαντώσεις αλλά δυο συνεργαζόμενες ταλαντώσεις. Σύμφωνα με την ανάλυση που κάναμε η ενέργεια της κάθε συνεργαζόμενης ταλάντωσης λόγω της (38) ισούται με 
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Οπότε το άθροισμα των ενεργειών των δυο συνεργαζόμενων ταλαντώσεων θα είναι 
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δηλαδή τετραπλάσιο της ενέργειας κάθε απλής ταλάντωσης [σχέση (36)] αν αυτή είχε πραγματοποιηθεί μόνη της που είναι:
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Δηλαδή η ερμηνεία του εκ πρώτης όψεως παράδοξου του ερωτήματος είναι ότι προσπαθούμε να εξισώσουμε δυο όρους μη συγκρίσιμους. Το άθροισμα των ενεργειών δυο απλών ταλαντώσεων και την ενέργεια της συνισταμένης ταλάντωσης. Οι δυο αυτοί όροι δεν είναι συγκρίσιμοι (ξένοι μεταξύ τους) και δεν μπορούν να αποτελέσουν τα δυο μέλη μιας εξίσωσης. Οι συγκρίσιμοι όροι είναι η ενέργεια των συνεργαζόμενων ταλαντώσεων και η ενέργεια της συνισταμένης ταλάντωσης. Για να βρούμε λοιπόν την ενέργεια της συνισταμένης ταλάντωσης πρέπει να προσθέσουμε τις ενέργειες όχι των απλών απομονωμένων ταλαντώσεων, αλλά τις ενέργειες των συνεργαζομένων ταλαντώσεων, που είναι τα συνεργατικά έργα των δυνάμεων επαναφοράς. Τότε οι εξισώσεις και οι αριθμοί επαληθεύουν τη διατήρηση της ενέργειας και παύει να υφίσταται το πρόβλημα.

Στη σύνθεση ταλαντώσεων καθέτων μεταξύ τους δεν εμφανίζεται αντίστοιχο πρόβλημα διότι δεν έχουμε συνεργατικά έργα, αφού οι δυο δυνάμεις επαναφοράς δρουν σε κάθετες διευθύνσεις και η μια δεν παράγει έργο στη διεύθυνση της άλλης.

5. Προσομοίωση σύνθεσης ταλαντώσεων

Για να έχουμε μια εποπτική εικόνα της σύνθεσης δυο ταλαντώσεων σχεδιάσαμε με το πρόγραμμα Interactive Physics μια προσομοίωση σύνθεσης δυο ίδιων ταλαντώσεων. Τα αποτελέσματα της προσομοίωσης είναι ικανοποιητικά. Όπως φαίνεται στο σχήμα 2, το σώμα αρχικά εκτελεί απλή αρμονική ταλάντωση. Στη συνέχεια όταν η δεύτερη ταλάντωση ενεργοποιείται, το σώμα εκτελεί σύνθετη ταλάντωση δυο ίδιων ταλαντώσεων οπότε το πλάτος του διπλασιάζεται και η ενέργεια τετραπλασιάζεται
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Σχήμα 2. Σύνθεση δυο ίδιων ταλαντώσεων, προσομοίωση με το πρόγραμμα Interactive Physics .
6. Συζήτηση

Στην ανάλυση που κάναμε για το έργο μιας δύναμης, ξεκινήσαμε από το βασικό ορισμό του έργου που δίνεται από την εξίσωση (1) και καταλήξαμε στην εξίσωση (10) που μας βοήθησε να ορίσουμε το αυτόνομο και το συνεργατικό έργο. Αφού η εξίσωση (10) προκύπτει από την εξίσωση (1), τι είναι αυτό που κάνει τις δυο εξισώσεις να διαφέρουν και τι εκφράζει η καθεμία; 

Έστω ότι θέλουμε να μετατοπίσουμε μια δύναμη F κατά Δx, δηλ. να πραγματοποιήσουμε ένα συγκεκριμένο έργο. 

Η εξίσωση (1) εκφράζει το έργο που πρέπει να καταβάλλουμε για ολοκληρώσουμε την εργασία που θέλουμε να κάνουμε και μόνον αυτό. Στην καθομιλουμένη το έργο αυτό το ονομάζουμε εργολαβία. Αμείβουμε κάποιον να ολοκληρώσει αυτό το έργο χωρίς να μας ενδιαφέρει ποιες ημέρες και πόσες ώρες την ημέρα θα χρειαστεί να δουλέψει, αρκεί να το τελειώσει, κατ’ αποκοπή ή ξεκοπή όπως συνήθως λέμε. 

Η εξίσωση (10) εκφράζει το έργο που παράγει κάποιος εφαρμόζοντας μια δύναμη για κάποιο προκαθορισμένο χρονικό διάστημα, π.χ. σε μια ώρα ή σε οκτώ ώρες, σε ένα μεροκάματο, χωρίς να έχουμε εξασφαλίσει ότι ο εργαζόμενος θα ολοκληρώσει οπωσδήποτε το συγκεκριμένο έργο που είχαμε προγραμματίσει.

Καλώς ή κακώς για την περιγραφή του έργου στη Φυσική χρησιμοποιούμε την εξίσωση (1) οπότε, άθελά μας μιλάμε για εργολαβία. Σπάνια χρησιμοποιούμε την εξίσωση (10), γι’ αυτό και η χρήση της μας ξενίζει. Η χρήση της όμως είναι απαραίτητη για την εξήγηση της ενέργειας στη σύνθετη ταλάντωση και θα μπορούσε να ερμηνεύσει τον υπολογισμό του έργου που πραγματοποιείται όχι με εργολαβία αλλά με το μεροκάματο που χρησιμοποιείται ευρέως από την κοινωνία.

Συμπεράσματα

Στην εργασία αυτή αποδείξαμε θεωρητικά ότι το έργο μιας δύναμης που εξασκείται σε ένα σώμα για ορισμένο χρονικό διάστημα εξαρτάται από την παρουσία και άλλης δύναμης. Το έργο αυτό το ονομάσαμε συνεργατικό, ενώ το έργο που παράγει μια δύναμη μόνη της το ονομάσαμε αυτόνομο. Το συνεργατικό έργο γενικά είναι μεγαλύτερο από το αυτόνομο έργο. Καταλήξαμε δε, ότι η ενέργεια της συνισταμένης ταλάντωσης στη σύνθεση ταλαντώσεων είναι το άθροισμα των συνεργατικών έργων των δυνάμεων επαναφοράς των δυο συνιστωσών ταλαντώσεων.
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( Ένα συν ένα ίσον τέσσερα


Όμως, θεωρήστε την περίπτωση, όπου η απόσταση των δυο πηγών είναι πολύ μικρή. Ας βρίσκονται σε μια απόσταση d, που είναι πολύ μικρότερη από ένα μήκος κύματος. Αν οι πηγές είναι σε φάση, οι Εξ. (26) και (27) δίνουν <Ε2> ( 2 [<Ε12> + <Ε22>]. (28)


Επομένως, αντί να έχουμε ένα ποσό ενέργειας, που είναι το άθροισμα αυτών που θα έδινε κάθε πηγή ξεχωριστά, παίρνουμε το διπλάσιο. Αυτό μπορεί να φανεί περίεργο. Δεν παραβιάζει τη διατήρηση της ενέργειας; Όχι. Σημαίνει πως κάθε πηγή, όταν η άλλη πηγή βρίσκεται δίπλα της (και ταλαντώνεται σε φάση), εκπέμπει τη διπλάσια ενέργεια από εκείνη που θα έδινε, αν ταλαντωνόταν μόνη της. Πώς μπορεί να συμβαίνει αυτό; .......BERKELEY, Φυσική, Τόμος 3, Κυματική, σελ.509
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